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Релятивистский оператор энергии магнитных 
взаимодействий электронов

Аннотация. Тяжелые многоэлектронные атомы и многозарядные ионы с

αZ v
c

( ) ≥2
2

2 0 01~ ,

представляют собой релятивистские системы, для исследования энергетических спектров 
которых обязательны учет магнитных взаимодействий электронов и работа в j–представлении,  
т. к. орбитальное квантовое число в этих случаях становится плохим квантовым числом.  
В данной статье релятивистский квантовомеханический подход в базисе связанных  
релятивистских функций Дираковского типа, т. е., функций – биспиноров с большей и меньшей 
компонентами, применен для вычисления релятивистских матричных элементов оператора 
энергии магнитных взаимодействий электронов в приближении Брейта в случае одной оболочки  
с любым числом эквивалентных электронов. Функция связанных моментов оболочки  
эквивалентных электронов получена с помощью коэффициентов Клебша-Гордана и генеалоги- 
ческих коэффициентов. Оператор Брейта, ответственный за магнитные взаимодействия  
электронов, преобразован к виду, удобному для исследования матричных элементов оператора 
относительно функций связанных моментов в j – представлении. Упрощение формул для  
матричных элементов оказалось возможным при использовании операторов Казимира 
симплектической группы Sp j2 1+( ) .
Ключевые слова: оператор рождения электрона, оператор уничтожения электрона, оператор 
магнитных взаимодействий, коэффициент Клебша-Гордана, j-представление, генеалогический 
коэффициент, оператор Казимира, единичный тензорный оператор.
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Relativistic energy operator of magnetic 
interactions of electrons

Abstract. Heavy multielectron atoms and multicharged ions with

αZ v
c

( ) ≥2
2

2 0 01~ ,

are relativistic systems. Studying their energy spectra requires considering the magnetic interactions 
of electrons and operation in the j-representation since the orbital quantum number in these cases  
becomes a bad quantum number. We use the relativistic quantum mechanical approach on the basis  
of coupled relativistic Dirac-type functions (functions-bispinors with larger and smaller components) to 
calculate the relativistic matrix elements of the energy operator of electron magnetic interactions in the 
Breit approximation in the case of one shell with any number of equivalent electrons. The function of the 
coupled moments of the shell of equivalent electrons is obtained using the Clebsch-Gordan coefficients 
and coefficients of fractional parentage. The Breit operator is responsible for the magnetic interactions 
of electrons. It has been transformed into a convenient form for studying the matrix elements of the  
operator regarding the functions of the coupled moments in the j-representation. It is possible to  
simplify the formulas for matrix elements when using the Casimir operators of the symplectic  
group Sp(2j+1).
Keywords: electron creation operator, electron annihilation operator, magnetic interaction operator,  
Clebsch-Gordan coefficient, j-representation, coefficients of fractional parentage, Casimir operator, unit 
tensor operator.

Введение
Работы П. Дирака [1–3] стали началом релятивистских квантовомеханических 

исследований энергетических спектров атомов и ионов. В них П. Дирак разработал 
квантовомеханическую релятивистскую теорию водородоподобного атома. В работах  
[4–6] Г. Брейт исследовал релятивистские взаимодействия двухэлектронных систем.  
За все прошедшие годы проведено много теоретических исследований в области физики 
спектров атомов и ионов. Наиболее универсальными и хорошо себя проявившими  
являются методы Хартри и Хартри – Фока. Но они особо хорошо показали себя  
в LS–представлении, что, конечно, удобно для экспериментаторов, но неестественно 
для учета релятивистских поправок. Для тяжелых многоэлектронных атомов и ионов  
большой степени ионизации релятивистские вклады становятся уже не поправками, 
а становятся величинами сравнимого порядка с нерелятивистскими. А в последние 
десятилетия в связи с более совершенными наблюдениями высокоионизированных  
атомов и ионов в естественных и лабораторных условиях заметно вырос интерес в 
исследовании спектров многоэлектронных атомов и многозарядных ионов [7–15]. 
Теоретические исследования спектров таких систем из-за того, что для таких систем 
орбитальное число становится плохим квантовым числом, необходимо обязательно  
вести в естественном для релятивизма j–представлении.
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1. Релятивистский оператор энергии магнитных взаимодействий электронов
Релятивистский оператор Hij

m энергии магнитных взаимодействий электронов в 
приближении Брейта [4–6] имеет вид (в а. е.): 

H
rij

m i j

ij

= −
⋅( ) 

α α
,� (1.1)

где rij  – расстояние между i – м и j – м электронами, 


α  – четырехмерная матрица Дирака:




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α
σ

σ
=
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

0
0
, (1.2)

а 
σ  – двухмерная матрица Паули.
Оператор магнитных взаимодействий (1.1) может быть представлен как скалярное 

произведение неприводимых тензорных операторов первого ранга [16]:
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Разложив rij
−1  по сферическим функциям Yq

k( )

r
k

r
r

Y Yij
k

k

k i
k

j
k− <

>
+

( ) ( )=
+( )

⋅ ⋅( )∑1
14 1

2 1
π ,

введя неприводимый тензорный оператор k – го ранга

C
k

Yq
k

q
k( ) ( )=

+
4
2 1
π

для оператора магнитных взаимодействий, можно получить выражение, содержащее 
скалярное произведение неприводимых тензорных операторов C k( )  и α 1( ) , действующих 
независимо в угловом (орбитальном) и спиновом пространствах:

H r
r

C Cij
m
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k i
k
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k
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Пользуясь тем, что любое скалярное произведение можно выразить через тензорное 
произведение нулевого ранга, угловую и спиновую часть оператора (1.4) можно  
представить в виде

C Ci
k
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k

i j
( ) ( ) ( ) ( )⋅( ) ⋅( ) =α α1 1
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k C Ci
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i jα α . (1.5)

Приведенный здесь порядок связывания рангов операторов угловой и спиновой 
частей соответствует LS–представлению, что неестествеенно при релятивистском  
рассмотрении, т. к. в релятивистском случае орбитальное квантовое число становится 
плохим квантовым числом и это вынуждает работать в j–представлении. Поэтому в 
(1.5) необходимо изменить порядок связывания рангов (операторов), что несложно  
из-за коммутативности операторов C k( )  и α 1( ) , действующих в разных пространствах,  
с помощью матрицы преобразования:
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Как результат, релятивистский оператор Hij
m  энергии магнитных взаимодействий 

электронов в естественном для релятивизма j–представлении принимает вид:
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Здесь мы воспользовались численным значением матрицы преобразования. Оператор 
(1.7), выраженный через 4 – матрицы Дирака, лучше представить через 2 – матрицы Паули:
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Так как оператор с индексом i(j) действует i(j)–й электрон, т. е. они действуют  
на разные электроны, то в (1.8) произведение двумерных матриц должно быть прямым, 
а не обычным матричным. Поэтому оператор Hij

m  энергии магнитных взаимодействий 
электронов будет 4 – матрицей
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в которой отличаются от нуля лишь элементы косвенной диагонали матрицы:
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а все остальные элементы матрицы равны нулю.
2. Матричные элементы. Двухэлектронный случай.
Если в качестве базиса брать релятивистские функции – биспиноры типа дираковских

λ
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λ µβ
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то неантисимметризованная двухэлектронная функция связанных моментов принимает 
вид [16]
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в которой связь моментов осуществляется с помощью коэффициентов Клебша – Гордана 
(ККГ).
В случае двухэквивалентных электронов λ 2  с учетом принципа Паули

1 1 2
1 1

2
, ,| J

J

( ) = + −( )

можно получить формулу для матричного элемента оператора (1.9) энергии магнитных 
взаимодействий электронов через произведение угловой и радиальной частей:
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а радиальный интеграл
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Коэффициент Клебша – Гордана, фигурирующий в формуле (2.4), может быть заменен на 
более простой ККГ:

j j k j
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В (2.3) показ того, что суммирование по k  должно быть по нечетным значениям ранга k , 
необязателен, т. к. ККГ

j j k
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3. Матричные элементы. Случай оболочки эквивалентных электронов
Рассмотрим случай оболочки λ N  эквивалентных электронов. В этом случае оператор 

Hm  энергии магнитных взаимодействий, пользуясь эквивалентностью электронов, 
представим в виде

H H
N N

Hm

i j
ij
m

ij
m= =

−( )
>
∑

1
2

, (3.1)

где i и j могут относится к координатам любых двух электронов из оболочки λ N .
Тогда искомый релятивистский матричный элемент оператора Hm  относительно 

оболочки λ N  эквивалентных электронов может быть выражен через двухэлектронные 
матричные элементы (2.3) этого оператора и генеалогические коэффициенты, 
использованные для антисимметризации функций состояний:
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2

* , ( , ,∑ − ) − )( ′N N J H J N Nm2 2 2 22
2

2
2α λ λ α (3.2)

где суммирование производится по промежуточным состояниям N −( )2  и 2 электронов.
Введя одноэлектронный оператор [16]
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где am
j( )  – оператор рождения электрона в состоянии jm , формулу (3.2) можно 

 привести к более простому виду:

N H N d N Rm

k
k k| | ' ' , ' ' .= ( ) ( )

−
∑
íå÷

αα λλ λ λ (3.4)

Здесь
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Операторы t k  (3.3) с нечетными рангами k , принимающими значения

k j= …1 3 2, , , , (3.8)

являются инфинитезимальными операторами симплектической группы Sp j2 1+( ) , т. е. 
оператор Казимира симплектической группы может быть представлен в виде [4]:

G Sp j T
k

kk2 1 2 0+( )( ) =
−
∑
íå÷

. (3.9)
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Собственные значения оператора Казимира в базисе функций связанных моментов 
состояний оболочки эквивалентных электронов λ N  выражаются через числа старшинства 
v  состояний электронов:

G Sp j v j v2 1 2 3+( )( ) = ( ) + −( )δ α α, ' . (3.10)

Это позволяет получить следующие простые алгебраические формулы для коэффициентов 
dk :
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Из (3.4) и (3.5) можно получить связь между релятивистскими матричными элементами 
оператора Hm

 энергии магнитных взаимодействий для разных чисел N1  и N2  
эквивалентных электронов в оболочках:

N H N N H N d N N Rm m

k
k k1 1 2 2 1 2| | | |= + ( ) ( )

−
∑
íå÷

λλ λ λ, ' ' , (3.16)

где

d N N
N N j
k k

k j j
k 1 2

1 2
2

2

2 2 1
1 0 1

2
1
2

( ) = −( ) +( )
+( )














. (3.17)

Для коэффициентов dk  можно установить правила сумм:

α

α
J

kJ d N J
j j

k k j N N

k j j
∑ +( ) ( ) = −( ) +( )

+( ) + −( ) −( )
2 1

2 2 1 2 1
1 2 1 2 0 1

3!
! !

22
1
2

2













, (3.18)
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


= +( ) −( ) +
íå÷

1 2 1

0 1
2

1
2

2 1 1 22
3α

jj N v+( ) −( )( )1 .
(3.19)

Обозначения

1 2 1
2
1. , , , 'λ λ β= = = − = + −( )′ ′ ′nlj nl j l j l l l

2 2. , , ,µ µ= = = −′ ′ ′lj l j l j l

3. µm ljm lm sm
l s j
m m mm m

l s
l sl s

) = ) = ) ) 






∑

4. d N d j J d j Jk k
N

k
N( ) = ( ) = ( )α

5. A n l jA A A A= = λ

6. ABJM n l j n l j JM JMA A A B B B A B= = λ λ

7 12 1 1 1 2 2 2 1 2. JM n l j n l j JM JM= = λ λ

8. , , , ,N j N j J j J j N J N JN N= = = = =α αν α α

9. ' , ' ' ' ' ' ' , , ' ' , ' 'N j N j J j J j N J N JN N= = = = =α α ν α α

10 1 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2 2
1 2. j j J J J j j J J J N N J J JN N α α α α α α= =

= = =N N J J J N N J N N1 2 1 2 1 2 1 2 ,

11 1 2 1 2 1 1 2 2
1 2. ' ,' ' ' ' ' 'N N j j J J JN N= α α

12. ψ  – релятивистский кет – вектор

        ψ )  – нерелятивистский кет – вектор

13 1 1 2 2. , ,j J j J j J N p p NN p p N−( ) = −( )α α α |

      Заключение

Полученные формулы дают возможность (в v
c

2

2
 приближении) исследовать и 

рассчитывать энергии магнитных взаимодействий эквивалентных электронов в оболочке 
nljN  в базисе релятивистских функций – биспиноров дираковского типа, естественном 
для релятивистского подхода. В последующем необходимы аналогичные исследования  
в случаях бóльшего числа оболочек.
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