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Аннотация
В настоящей работе исследуется моделирование стационарных и осциллирующих 
дискретных бризеров в биатомном кристалле типа CsCl с межатомными взаимодействия-
ми, описываемыми потенциалом β-FPUT, при помощи методов молекулярной динамики. 
Дискретные бризеры (ДБ) – это пространственно локализованные колебания частиц в 
бездефектных нелинейных цепочках, которые могут существовать только в дискретных 
средах и нелинейных системах. Упорядоченные структуры типа CsCl относятся к кристаллам 
с объемно-центрированной кубической (ОЦК) решеткой, нелинейная динамика которых в 
последнее время привлекает высокий интерес и внимание исследователей. Представлена 
история открытия и эволюция исследований в изучении ДБ и делокализованных 
нелинейных колебательных мод (ДНКМ). Показан увеличивающийся интерес в изучении 
подвижных ДБ, способных переносить энергию по кристаллической решетке. Изображена 
расчетная ячейка ОЦК кристалла со структурой CsCl, где анализируется случай большой 
разницы в атомных массах компонентов. Показаны ДНКМ и ее частотная характеристика, 
где в фононном спектре кристалла возникает щель. Представлена частотная характерис- 
тика ДБ с жестким типом нелинейности, численно найденного в щели фононного спектра 
путем применения функции локализации к ДНКМ. Эта функция имеет вид гиперболи- 
ческого косинуса, что позволяет частоте ДБ с ростом амплитуды оторваться от нижней 
границы фононного спектра. В результате молекулярно-динамического моделирования 
в пакете LAMMPS получены ДБ, центрированные на атоме и между двумя соседними 
тяжелыми атомами. Показаны их движения, где атомы тяжелой подрешетки движутся 
с гораздо большими амплитудами, чем легкие атомы. Наконец, показаны временные 
зависимости стационарного ДБ, центрированного на атоме, и ДБ, осциллирующих вблизи 
этой конфигурации. Отмечена возможность существования ДБ только с амплитудой 
колебаний более 0,2 от межатомного расстояния.
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Abstract
This paper explores the modeling of stationary and oscillating discrete breathers in a biatomic  
crystal of the CsCl type with interatomic interactions described by the β-FPUT potential using 
molecular dynamics methods. Discrete breathers (DBs) are spatially localized oscillations 
of particles in defect-free nonlinear chains that can exist only in discrete media and nonlinear 
systems. Ordered CsCl-type structures belong to crystals with a body-centered cubic (BCC) 
lattice, the nonlinear dynamics of which have recently attracted considerable interest and  
attention from researchers. The history of the discovery and evolution of research into DBs and 
delocalized nonlinear vibrational modes (DNVMs) is presented. Growing interest in the study 
of mobile DBs capable of transferring energy across the crystal lattice is demonstrated. A  
computational cell for a bcc crystal with a CsCl structure is depicted, where the case of a large 
difference in the atomic masses of the components is analyzed. The DNVM and its frequency 
response are shown, where a gap appears in the phonon spectrum of the crystal. The frequency 
response of a discrete breather with a hard type of nonlinearity is presented, numerically found 
in the gap of the phonon spectrum by applying the localization function to the DNVM. This 
function has the form of a hyperbolic cosine, which allows the discrete breather frequency to 
deviate from the lower boundary of the phonon spectrum with increasing amplitude. Molecular 
dynamics simulations in the LAMMPS package resulted in discrete breathers centered on an  
atom and between two adjacent heavy atoms. Their motions are shown, where the atoms of the  
heavy sublattice move with much larger amplitudes than the light atoms. Finally, the time 
dependences of a stationary discrete breather centered on an atom and of discrete breathers 
oscillating near this configuration are shown. The possibility of the existence of discrete breathers 
only with an oscillation amplitude greater than 0.2 of the interatomic distance is noted.
Keywords: molecular dynamics simulation, discrete breather, delocalized nonlinear vibrational 
mode, crystal lattice, biatomic crystal, ordered alloy, CsCl-type structure, frequency response, 
localization function, β-FPUT potential, LAMMPS package
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Введение
Практически в одно время почти сорок лет назад отечественные [1] и 

зарубежные [2] ученые теоретически предсказали существование пространственно 
локализованных колебаний частиц в бездефектных нелинейных цепочках, которые 
в последствии были названы дискретными бризерами (ДБ). Для их существова- 
ния должны выполняться два необходимых, но не всегда достаточных, условия: 
дискретность исследуемой среды и нелинейность системы [3].

Пионерские работы по ДБ делались физиками на простых одномерных 
моделях [4], таких как, например, цепочка материальных точек, частицы которой  
соединены нелинейными пружинами, как показано на рис. 1.

В работе [2], например, были приняты максимальные упрощения этой системы: 
там коэффициент k3 был равен нулю и не вводился локальный потенциал Un. 
Тем не менее было установлено главное условие существования ДБ: его частота 
должна лежать вне спектра малоамплитудных колебаний цепочки. Отрыв частоты 
ДБ от фононного спектра возможен за счет нелинейности цепочки, ведь частота 
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нелинейных колебаний зависит от амплитуды. Таким образом, ДБ – это сугубо 
нелинейный объект, который может существовать, только имея достаточно  
большую амплитуду колебаний, когда нелинейность модели проявляется  
достаточно сильно, и частота ДБ отходит от края фононного спектра решетки.

Семь лет спустя после открытия ДБ российскими учеными был разработан 
строгий и общий метод построения делокализованных нелинейных колебатель- 
ных мод (ДНКМ) [5, 6], заключающийся в теоретико-групповом подходе для поиска 
всех возможных ДНКМ заданной решетки. Отметим, что ДНКМ – это точное 
решение уравнений движения для решетки, найденное путем анализа только 
симметрии решетки [7].

Менее чем через десятилетие после обнаружения ДБ в простых решетках 
внимание исследователей переключилось на кристаллы, поскольку для них 
выполняются оба необходимых условия существования ДБ [8]. ДБ были успешно 
возбуждены в молекулярно-динамических моделях кристаллов с различным типом 
химической связи: в ионном кристалле NaI [9], в ковалентных кристаллах кремния 
[10], германия, алмаза [11], в чистых металлах [12, 13] и упорядоченных сплавах [14].

На рис. 2 (слева) представлено схематическое изображение моноатомного 
кристалла (а), например, чистого металла и биатомного кристалла (б), например, 

Рис. 1. Цепочка материальных точек массой m. Частицы соединены 
нелинейными пружинами с коэффициентами k2, k3 и k4, учитывающими 
взаимодействие между соседями. Un – локальный потенциал, который 

описывает взаимодействие частиц цепочки с ее окружением
Fig. 1. A chain of particle particles with mass m. The particles are connected by 
nonlinear springs with coefficients k2, k3, and k4, accounting for the interaction 

between neighboring particles. Un is the local potential that describes the 
interaction of the particles in the chain with their surroundings

Рис. 2. Схематическое изображение моноатомного (а) и биатомного (б) кристаллов, 
их плотности фононных состояний и возможные типы дискретных бризеров

Fig. 2. Schematic representation of monoatomic (a) and biatomic (b) crystals, their phonon 
densities of states and possible types of discrete breathers
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упорядоченного сплава. Все чистые металлы имеют сплошной фононный спектр, 
как показано на правом рисунке 2(а). Что же касается упорядоченных сплавов,  
то при значительной разнице атомных масс компонентов возможно появление  
щели в фононном спектре, как показано на правом рис. 2 (б).

Как уже отмечалось ранее, частота ДБ должна лежать вне фононного спектра 
кристалла. Для чистых металлов имеется только одна возможность получить ДБ с 
частотой выше фононного спектра. На правой части рис. 2 (а) красной пунктирной 
кривой схематически показана зависимость частоты ДБ от его амплитуды, где 
частота растет с амплитудой, отрываясь от края фононного спектра. Для такого 
случая характерен ДБ с жестким типом нелинейности [15].

В биатомном кристалле атомы легкой компоненты колеблются с более высокими 
частотами, создавая оптическую полосу в спектре, которая отделена щелью 
от остальной части спектра, поэтому для упорядоченного сплава имеется три 
возможности реализации ДБ: с частотой выше фононного спектра, аналогичный 
тому, что возбуждается в чистых металлах, а также два щелевых ДБ с частотами 
в щели, как показано на правой части рисунка 2(б), убывающей синей пунктирной 
кривой и возрастающей красной пунктирной кривой. В этом случае характерны  
ДБ с жестким и мягким типом нелинейности [16].

Помимо стационарных ДБ, особый интерес представляют подвижные  
дискретные бризеры, поскольку они способствуют переносу энергии в 
кристаллической решетке [17–20].

В последнее время интерес к нелинейной динамике объемно-центрированной 
кубической (ОЦК) решетки, к которой относится биатомный кристалл типа CsCl, 
привлекает внимание исследователей [21–25]. В работе [26] были найдены ДНКМ 
в ОЦК решетке c взаимодействиями, описываемыми межатомным потенциалом 
β-FPUT, а в работах [27, 28] были численно изучены хаотические ДБ в ОЦК решетке. 
Также в работе [29] были смоделированы ДБ в квадратной решетке β-FPUT, 
возникающие при внешнем воздействии в пределах фононного спектра.

Целью настоящего исследования станет возбуждение стационарных и 
осциллирующих дискретных бризеров в биатомном кристалле типа CsCl при 
помощи методов молекулярной динамики. Примитивная расчетная ячейка 
ОЦК структуры с атомами двух типов, которые отличаются только массами, а 
межатомные взаимодействия одинаковы, показана на рис. 3. Соотношение масс 
атомов для данной структуры является практически четырехкратным.

Рис. 3. Расчетная ячейка ОЦК кристалла со структурой CsCl
Fig. 3. Calculation cell of a BCC crystal with a CsCl structure
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Материалы и методы
В ранней работе [30] авторами исследовался щелевой ДБ в кристалле со 

сверхструктурой В2. Там были подробно описаны: компьютерная модель, движение 
атомов, используемый потенциал β-FPUT, выбор параметров потенциала, метод 
возбуждения ДБ. Здесь покажем лишь ДНКМ и ее частотную характеристику, 
которые изображены на рис. 4.

На рис. 4(а) показана ДНКМ с атомными плоскостями (100), колеблющимися 
в противофазе с соседними плоскостями. Колеблются только атомы одной 
подрешетки, в то время как атомы другой подрешетки находятся в состоянии  
покоя. На рис. 4(б) частота ДНКМ ответвляется от нижнего края щели в 
фононном спектре и увеличивается с ростом амплитуды. Амплитуда A нормиро- 
вана на параметр решетки a. Горизонтальными пунктирными линиями показаны 
края щели в фононном спектре.

Рис. 4. ДНКМ (а) и её частотная характеристика (б)
Fig. 4. DNVM (a) and its frequency response (b)

Для возбуждения стационарных и осциллирующих ДБ в двухкомпонентном 
кристалле применим подход, использовавшийся ранее к моноатомным кристаллам 
[31]. Дискретный бризер получается путем применения к ДНКМ следующей 
функции локализации:
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0  – начальное смещение атома с координатами решетки x,y,z вдоль оси x,  
A – амплитуда ДНКМ, показанной на рис. 4 (а), γ и δ – параметры локализации  
вдоль направления x и направлений y и z, соответственно. Параметр x0 смещает 
центр функции локализации вдоль направления x, и для x0=0 он расположен на 
атоме в начале координат, а для x0=a/2 – между двумя ближайшими атомами с 
одинаковой массой. В первом случае получим моду Сиверса-Такено [2], а во втором 
случае – моду Пейджа [32]. При использовании уравнения (1) только тяжелые  
атомы имеют начальные смещения, кроме того, все атомы в расчетной ячейке  
имеют нулевые начальные скорости.

Для выбранной амплитуды ДБ A параметры локализации γ и δ находятся  
методом проб и ошибок, чтобы минимизировать излучение энергии. При больших 
A ДБ становится более локализованной, и параметры локализации увеличиваются. 
После того как γ и δ найдены, частота ДБ ωДБ определяется численно (рис. 5).

Результаты и обсуждение
Моделирование проводилось в свободно распространяемом пакете для 

классической молекулярной динамики LAMMPS (Large-scale Atomic/Molecular 
Massively Parallel Simulator).

Примеры ДБ, центрированных на атоме и между двумя соседними тяжелыми 
атомами, показаны на рис. 6. Они возбуждаются с помощью уравнения (1)  
с параметрами A=0,38, γ=1,4, δ=2,2, причем на рис. 6 (a) x0 = 0, а  
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на рис. 6 (б) x0 = a/2. Смещения атомов увеличены, чтобы лучше видеть картину 
колебаний. Стоит обратить внимание, что атомы тяжелой подрешетки движутся  
с гораздо большими амплитудами, чем легкие атомы.

Рис. 5. Частотная характеристика ДБ
Fig. 5. Frequency response DB

Рис. 6. Движения атомов в ДБ, центрированных на атоме (a) и между двумя 
соседними тяжелыми атомами (б). Смещения атомов увеличены для наглядности

Fig. 6. Atom motions in the DB, centered on an atom (a) and between two adjacent heavy atoms 
(b). Atom displacements are exaggerated for clarity

Рис. 7. Стационарный ДБ, центрированный на атоме (a). ДБ, осциллирующие вблизи 
этой конфигурации (б, в). Показаны временные зависимости смещений un вдоль 

оси x для трех центральных атомов ДБ. Параметры уравнения (1), используемого 
для возбуждения ДБ, следующие: A=0,38, β=1,4, γ=2,2, и (a) x0=0, (б) x0=0,2a, и 

(в) x0=0,45a. На (a) представлен результат для ДБ, показанного на рис. 6 (a) 
Fig. 7. A stationary DB centered on an atom (a). DBs oscillating near this configuration (b, c). 

The time dependences of the displacements un along the x-axis are shown for three central atoms 
of the DB. The parameters of equation (1) used to excite the DB are as follows: A=0.38, β=1.4, 
γ=2.2, and (a) x0=0, (b) x0=0.2a, and (c) x0=0.45a. Figure (a) shows the result for the DB shown 

in Fig. 6 (a)
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Ниже на рис. 7(a) зеленой кривой показана временная зависимость x-смещения 
центрального атома ДБ, центрированного на атоме и показанного на рис. 6(a). 
Смещения двух соседних атомов показаны синей и красной кривыми: они равны, 
поэтому кривые накладываются друг на друга. На графиках (б) и (в) рис. 7 центр 
функции локализации смещен из положения высокой симметрии на x0=0,2a и 0,45a 
соответственно. В этих случаях ДБ осциллируют вблизи высокосимметричного 
положения. Частота этих колебаний выше на (б), чем на (в). На (б) период колебаний 
составляет около 100 единиц времени, а на (в) – около 190 единиц времени. Из этого 
можно сделать вывод, что положение ДБ, центрированного на атоме, стабильно, 
а между двумя атомами – нестабильно. Уравнение (1) дает очень хорошие 
начальные условия для стационарных ДБ, поскольку они достигают стационарного 
колебательного режима всего через несколько периодов колебаний.

Таким образом, вышеприведенным методом могут быть получены ДБ с 
различными амплитудами. Численно найденная частота ДБ, нанесенная на рис. 5 
красными точками и линией, находится в щели фононного спектра и увеличивается 
с ростом амплитуды. Также видно, что ДБ с амплитудой A<0,2a не может 
существовать, так как частота малоамплитудных ДБ приближается к акустической 
полосе фононного спектра.

Заключение
В настоящем исследовании впервые показано, что в структуре биатомного 

кристалла типа CsCl с межатомными взаимодействиями, описываемыми 
потенциалом β-FPUT [33], могут существовать стационарные и осциллирующие  
ДБ с жестким типом нелинейности в щели фононного спектра. Показаны ДБ,  
атомные колебания которых центрированы на атоме и находятся посередине 
между двумя тяжелыми атомами, где центрированный на атоме ДБ является 
стабильным, а между атомами – нестабильным. ДБ, помещенный между этими 
двумя конфигурациями с высокой симметрией, осциллирует относительно 
положения, центрированного на атоме. Частотная характеристика стационарного 
ДБ показывает, что ДБ с амплитудой A<0,2a невозможны, так как частота ДБ 
попадает в акустическую полосу фононного спектра.

Полученные здесь щелевые ДБ следует сравнить с щелевыми ДБ в кристалле 
NaI [9] и интерметаллидном соединении Pt3Al [14]. Основное отличие заключается 
в том, что из-за жесткой нелинейности потенциала β-FPUT, рассматриваемого в 
данной работе, ДБ в структуре CsCl также проявляет жесткую нелинейность, 

в то время как ДБ в NaI и Pt3Al имеют мягкую нелинейность.
Исследование ДБ в кристаллах типа CsCl может быть продолжено путем 

рассмотрения более сложных межатомных потенциалов или ab initio моделиро- 
вания. В семействе CsCl есть много кристаллов с достаточно большой разницей в 
атомных массах компонент, в которых, в принципе, могут существовать щелевые 
ДБ, поскольку фононный спектр имеет достаточно «большую» щель. Например, для 
CsCl отношение масс составляет немногим меньше 4 [34], а для CuBe – более 7 [35].
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